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ΘΕΜΑ Α 
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Άρα η f είναι συνεχής στο χο. 

 
Α2. α. Ψ 

β.  Η συνάρτηση f(χ)=






>

≤

0χ,
χ
1

0χ,χ
 είναι 1–1 αλλά όχι γνησίως μονότονη αφού για κάθε χ

≤0 η f είναι γνησίως αύξουσα και για κάθε χ>0 η f είναι γνησίως φθίνουσα.  

 

Α3.  Έστω f μία συνεχής συνάρτηση σ’ ένα διάστημα [α,β]. Αν G είναι μία παράγουσα της 

f στο [α,β], τότε: ∫
β

α

dx)x(f =G(β)–G(α). 

 

Α4. α) Λάθος  β) Λάθος  γ) Σωστό  δ) Σωστό  ε) Σωστό 

 
 
 

ΘΕΜΑ Β 
 

Β1. Η f είναι παραγωγίσιμη στο R* ως διαφορά παραγωγίσιμων συναρτήσεων 

(πολυωνυμικής και ρητής) με f΄(χ)= 3

3

3 χ
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χ
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Οι ρίζες της f΄ είναι: f΄(χ)=0 2χ8χ8χ08χ0
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Ο πίνακας μεταβολής προσήμου της f΄ και μονοτονίας της f είναι: 
 

  −∞                                   –2                   0             +∞  
f΄ + 

 
 – + 

f 
 
 
 

  

                                                                                    T.M.                         
 
Επειδή f΄(χ)>0 στο ( ) ( )+∞∪−∞− ,02,  και f συνεχής στο ( ]2,−∞− και στο ( )+∞,0  η f είναι 
γνησίως αύξουσα στο ( ]2,−∞−  και στο ( )+∞,0 . Επειδή f΄(χ)<0 στο ( )0,2−  και f συνεχής στο 
[ )0,2−  η f είναι γνησίως φθίνουσα στο [ )0,2− . 



 
 
 
Επειδή f΄(χ)>0 στο ( )2,−∞−  και f΄(χ)<0 στο ( )0,2−  και f΄ ( )2− =0 άρα η f παρουσιάζει στο 
–2  τοπικό μέγιστο το f(–2)=–3.  
 
 

Β2.  Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R* (ως ρητή) με f΄΄(χ)= 4χ
24

− <0 οπότε η f είναι 

κοίλη στο ( )0,∞−  και στο ( )+∞,0 . 
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. Άρα η χ=0 είναι κατακόρυφη 

ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f. 
 
 

Επίσης είναι: 101
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Επομένως η y=x είναι πλάγια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f στο −∞  και στο 
+∞ . 
 
Β4.  
 
Η γραφική παράσταση της f και των ασύμπτωτών της φαίνεται στο παρακάτω σχήμα: 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 

ΘΕΜΑ Γ 
 

Γ1. Η περίμετρος του τετραγώνου είναι χ οπότε η πλευρά του είναι 
4
χ  και επομένως το 

εμβαδόν του τετραγώνου είναι  Ετ=
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 Η περίμετρος του κύκλου είναι 8–χ οπότε 8–χ=2πr
2π

χ-8r =⇔  όπου r η ακτίνα του 

κύκλου. Το εμβαδόν του κύκλου είναι: 
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Επομένως η συνάρτηση που δίνει το άθροισμα των εμβαδών των δύο σχημάτων είναι: 
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Γ2. Η συνάρτηση Ε είναι παραγωγίσιμη στο (0,8) ως πολυωνυμική με:  
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Οι ρίζες της Ε΄ είναι: Ε΄(χ)=0
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Ο πίνακας μεταβολής προσήμου της Ε΄ και μονοτονίας της Ε είναι: 
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                                                                                    Ο.Ε.                         
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Επειδή Ε΄(χ)<0 στο 
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Για χ=
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Άρα για χ=
4π

32
+

 δηλ. όταν το Ε(χ) ελαχιστοποιείται η πλευρά του τετραγώνου είναι ίση 

με την διάμετρο του κύκλου. 
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Επομένως η εξίσωση Ε(χ)=5 έχει μία ακριβώς ρίζα στο (0,8). 

 
 

ΘΕΜΑ Δ 
 
Δ1. Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R (ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων) 
με f΄(χ)= χ2e2 αx −−  και f΄΄(χ)= 2e2 αx −− . 
 
Οι ρίζες της f΄΄ είναι: f΄΄(χ)=0 αχ0αx1e02e2 αxαx =⇔=−⇔=⇔=−⇔ −−  
 
Ο πίνακας μεταβολής προσήμου της f΄΄ και κυρτότητας της f είναι: 
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                                                                                    Σ.Κ.                         
 
Επειδή f΄΄(χ)<0 στο ( )α,∞−  και f συνεχής στο ( ]α,∞−  η f είναι κοίλη στο ( ]α,∞− . Επειδή 
f΄΄(χ)>0 στο ( )+∞,α  και f συνεχής στο [ )+∞,α  η f είναι κυρτή στο [ )+∞,α . 
 
Επειδή f΄΄(χ)<0 στο ( )α,∞−  και f΄΄(χ)>0 στο ( )+∞,α  και f΄΄ ( )α =0 άρα η f έχει μοναδικό 
σημείο καμπής το Α(α,2–α2). 
 
Δ2.  Επειδή f΄΄(χ)<0 στο ( )α,∞−  η f΄ είναι γνησίως φθίνουσα στο ( ]α,∞− . Επειδή f΄΄(χ)>0 
στο ( )+∞,α  η f΄ είναι γνησίως αύξουσα στο [ )+∞,α . 
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Επίσης είναι: ( ]( ) [ )+∞−=
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Επειδή 0 ( ]( ) [ )+∞−=∞−∈ α,22α,'f  (αφού α>1⇔ –2α<–2⇔ 2–2α<0) και f΄ γνησίως 
φθίνουσα στο ( ]α,∞−  άρα υπάρχει μοναδικό χ1 ( )α,∞−∈  τέτοιο ώστε f΄(χ1)=0. 
 
Επειδή 0 ( )( ) ( )+∞−=+∞∈ α,22,α'f  και f΄ γνησίως αύξουσα στο ( )+∞α,  άρα υπάρχει 
μοναδικό χ2 ( )+∞∈ α,  τέτοιο ώστε f΄(χ2)=0. 
 

Για κάθε χ<χ1
↓

⇔
'f

f΄(x)>f΄(χ1)⇔ f΄(χ)>0 

Για κάθε χ1<χ<α
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⇔
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f΄(x)<f΄(χ1)⇔ f΄(χ)<0 

Για κάθε α<χ<χ2
↑

⇔
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f΄(x)<f΄(χ2)⇔ f΄(χ)<0 

Για κάθε χ>χ2
↑

⇔
'f

f΄(x)>f΄(χ2)⇔ f΄(χ)>0 
 
Ο πίνακας μεταβολής προσήμου της f΄ και μονοτονίας της f είναι: 
 

  −∞                      χ1           α          χ2                      +∞  
f΄ + 

 
 – + 
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                                                                      T.M.                     Τ.Ε.        
 
Επειδή f΄(χ)>0 στο ( ) ( )+∞∪∞− ,χχ, 21  και f συνεχής στο ( ]1χ,∞− και στο [ )+∞,χ2  η f είναι 
γνησίως αύξουσα στο ( ]1χ,∞−  και στο [ )+∞,χ2 . Επειδή f΄(χ)<0 στο ( )21 χ,χ  και f συνεχής 
στο [ ]21 χ,χ  η f είναι γνησίως φθίνουσα στο [ ]21 χ,χ . 
 
Επειδή f΄(χ)>0 στο ( )1χ,∞−  και f΄(χ)<0 στο ( )21 χ,χ  και f΄ ( )1χ =0 άρα η f παρουσιάζει στο 
χ1  τοπικό μέγιστο.   
Επειδή f΄(χ)<0 στο ( )21 χ,χ  και f΄(χ)>0 στο ( )+∞,χ2  και f΄ ( )2χ =0 άρα η f παρουσιάζει στο 
χ2  τοπικό ελάχιστο.   

Δ3. Έστω χ1>1 1α0α11e02e20)1('f)1(f)x('f α1α1'
1

'f
<⇔>−⇔>⇔>−⇔>⇔<⇔ −−

↓

που είναι άτοπο.  Άρα 1 ( )α,χ1∈ . 
 
Επειδή η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (χ1,χ2) άρα θα είναι και 1–1 στο διάστημα αυτό.  
 
Έχουμε f(x)=f(1)⇔ x=1 η οποία απορρίπτεται αφού 1∉ (α,χ2). 
 
Επομένως η εξίσωση f(χ)=f(1) είναι αδύνατη.  
 
 



 
 
Δ4.  Για α=2 είναι: f(χ)=2ex–2–x2 και f΄(χ)=2eχ–2–2χ για κάθε χ∈R. 
 
Η εξίσωση της εφαπτομένης ε της γραφικής παράστασης της f στο σημείο Α(2,f(2)) είναι: 
    
ε: y–f(2)=f΄(2)(x–2)⇔ y+2=–2(x–2)⇔ y=–2x+2 
 
Επειδή η f είναι κυρτή στο [2,+∞ ) άρα η γραφική της παράσταση θα βρίσκεται πάνω από 
την γραφική παράσταση της ε με εξαίρεση το σημείο επαφής.  
 
Άρα για κάθε χ∈ [2,+∞ ) ισχύει:  

( ) 2x2x22x)x(f2x2)x(fy)x(f −+−≥−⇔+−≥⇔≥   και η ισότητα ισχύει μόνο για 
χ=2. 
 
Επομένως θα’ ναι: 
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οπότε dx=2udu. Για χ=2 είναι u=0 και για χ=3 είναι u=1. Άρα: 
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ΘΕΜΑ Α 
 

Α1. Έστω f΄(χ)>0 για κάθε χ∈  (α,χο)∪ (χο,β).  

__ Επειδή η f είναι συνεχής στο χο θα ‘ναι και γνησίως αύξουσα σε καθένα από τα 

διαστήματα (α,χο] και [χο,β). Άρα για χ1<χο<χ2 είναι f(x1)<f(xo)<f(x2) οπότε το f(χο) δεν είναι 

τοπικό ακρότατο της f. 

__ Eπειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα (α,χο] και [χο,β) τότε: 

αν χ1,χ2∈ (α,χο] με χ1<χ2 θα ‘ναι f(χ1)<f(χ2), 

αν χ1,χ2∈ [χο,β) με χ1<χ2 θα ‘ναι f(χ1)<f(χ2), 

αν χ1∈ (α,χο] και χ2∈ [χο,β) με χ1<χο<χ2 θα ‘ναι f(x1)<f(xo)<f(x2) δηλ. f(χ1)<f(χ2). 

Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο (α,β). 

Ανάλογη είναι η απόδειξη αν f΄(χ)<0 για κάθε χ∈  (α,χο)∪ (χο,β).  

 

Α2.  Έστω Α ένα υποσύνολο του R. Ονομάζουμε πραγματική συνάρτηση με πεδίο 

ορισμού το Α μία διαδικασία f, με την οποία κάθε στοιχείο χ∈Α αντιστοιχίζεται σε ένα 

μόνο πραγματικό αριθμό y. Το y ονομάζεται τιμή της f στο χ και συμβολίζεται με f(χ). Την 

διαδικασία αυτή την εκφράζουμε f: Α→ R. 

Το γράμμα χ, που παριστάνει οποιοδήποτε στοιχείο του Α λέγεται ανεξάρτητη 

μεταβλητή, ενώ το γράμμα y, που παριστάνει την τιμή της f στο χ, λέγεται εξαρτημένη 

μεταβλητή. 

Το σύνολο που έχει στοιχεία του τις τιμές της f σε όλα τα χ∈Α, λέγεται σύνολο τιμών της 

f και συμβολίζεται με f(Α). Είναι δηλ.:    f(Α)={y/y=f(x) για κάποιο χ∈Α}. 

 

Α3. Η Τ είναι παράγωγος της f και η Η είναι παράγωγος της g. 

 

Α4. α. Ψ 

β.  Έστω οι συναρτήσεις f(χ)= 2χ
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Α5. α) Σωστό  β) Σωστό  γ) Λάθος 

 
 



 
 

ΘΕΜΑ Β 
 

Β1. Το πεδίο ορισμού της f είναι το R. Η f είναι συνεχής στο ( )1,∞−  ως πολυωνυμική και 
είναι συνεχής στο ( )+∞,1  ως ρητή. Για να είναι η f συνεχής στο R πρέπει η f να είναι 
συνεχής στο 1. Άρα πρέπει: 

( ) 1α2α1α1
1

11α1α1
x

1xlimαxlim)1(f)x(flim)x(flim
1x

2

1x1x1x
=⇔=+⇔+=

+
=+⇔+=

+
=+⇔==

+−+− →→→→

 

Β2. Για α=1 είναι f(χ)=
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1χ,
χ
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 __ Η f είναι συνεχής στο 



 4,
2
1  αφού είναι συνεχής στο R 

__ 
4
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4
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4
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4
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+
=  οπότε )4(f

2
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
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

  

__ Για να είναι η f παραγωγίσιμη στο 





 4,
2
1  πρέπει η f να είναι παραγωγίσιμη στο 1. Είναι: 
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Άρα η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο 1. 
Επομένως δεν ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Θ. Rolle. 
 

Β3. Η παράγωγος της f είναι: f΄(χ)=






<

>−

1χ,χ2

1χ,
χ
1
2 . 

Τα σημεία στα οποία οι εφαπτομένες της γραφικής παράστασης της f είναι παράλληλες 

προς την ευθεία y= 2018χ
4
1

+−  είναι αυτά για τα οποία ισχύει f΄(χ)=
4
1

−  με χ 1≠ . Είναι: 

f΄(χ)=










<−=⇔−=

>=⇔=⇔−=−
⇔−

1χ,
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4
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4
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χ
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4
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2
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.  

Επομένως τα ζητούμενα σημεία είναι τα Α ( ) 





≡

2
3,2A)2(f,2  και Β







−≡














−−
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65,

8
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8
1f,

8
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H εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f στο Α είναι: 

y–f(2)=f΄(2)(x–2) ( ) 2x
4
1y2x

4
1

2
3y +−=⇔−−=−⇔  

H εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f στο Α είναι: 
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4
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4
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8
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Β4. Επειδή η f είναι συνεχής στο R δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες. 



 
 

 Είναι: 0
x
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x
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x
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x
x
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=
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Άρα η ευθεία y=1 είναι οριζόντια ασύμπτωτη της Cf στο +∞ . 
 

Επίσης είναι: −∞===
+

=
−∞→−∞→−∞→−∞→

χlim
x
xlim

x
1χlim

x
)x(flim

x

2

x

2

xx
 οπότε η Cf δεν έχει 

ασύμπτωτες στο −∞ . 
 
Η γραφική παράσταση της f είναι: 
 

 
 

 
ΘΕΜΑ Γ 

 
Γ1. Η f είναι παραγωγίσιμη στο [0,π] με f΄(χ)=2συνχ–1. 

Οι ρίζες της f΄ είναι: f΄(χ)=0
3
πχ

2
1xσυν01συνχ2

]π,0[χ
=⇔=⇔=−⇔

∈
 

Ο πίνακας μεταβολής προσήμου της f΄ και μονοτονίας της f είναι: 
 

 
0                                       

3
π                                       π 

f΄ + – 

f 
 
 
 

 

                                   Τ.Ε.                                    O.Μ.                                 Ο.Ε.                     
 

Επειδή f΄(χ)>0 στο 






3
π,0  η f είναι γνησίως αύξουσα στο 





3
π,0 . Επειδή f΄(χ)<0 στο 






 π,
3
π  η f είναι γνησίως φθίνουσα στο 



 π,
3
π . 

 

Επειδή f΄(χ)>0 στο 






3
π,0  και f΄(χ)<0 στο 




 π,
3
π  και f΄ 







3
π =0 άρα η f παρουσιάζει 

στο 
3
π  ολικό μέγιστο με f 

3
π3

3
π

−=





 , ολικό ελάχιστο στο π με f(π)=–π και τοπικό 

ελάχιστο στο 0 με f(0)=0. 
 

Γ2. Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο [0,π] με f΄΄(χ)=–2ημχ<0 για κάθε χ∈ (0,π), 
οπότε η f είναι κοίλη στο [0,π] και επομένως η εφαπτομένη της βρίσκεται πάνω από την 
Cf με εξαίρεση το σημείο επαφής Α(χο,f(χο)). Άρα η Cf και η εφαπτομένη της στο Α έχουν 
ένα μόνο κοινό σημείο. 



 
 
Γ3. 
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Γ4. α. 11121
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β. Είναι:  
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Άρα: 
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ΘΕΜΑ Δ 
 

Δ1. Θεωρούμε την συνάρτηση g(χ)=ln(x+1)
1x

x
+

− , x>0. 

H g είναι παραγωγίσιμη στο (0,+∞ ) με: 

 g΄(χ)= 0
)1x(
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Άρα η g είναι γνησίως αύξουσα στο (0,+∞ ). 

Για κάθε χ>0
1x

x)1xln(0
1x

x)1xln()0(g)x(g
+

>+⇔>
+

−+⇔>⇔ . 

 

Δ2. Η f είναι παραγωγίσιμη στο (0,+∞ ) με f΄(χ)= 0
x

)1xln(
1χ

χ
α)(

2 <
+−

+ . Άρα η f είναι γνησίως 

φθίνουσα στο (0,+∞ ), οπότε είναι και 1–1 και άρα αντιστρέφεται.  
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Το πεδίο ορισμού της αντίστροφης της f είναι το σύνολο τιμών της f.  

Άρα:  ( )( ) ( )1,0)x(flim),x(flim,0fD
0xxf 1 =





=+∞=

+
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Δ3. Επειδή ( )( ) ( )1,0,0f =+∞  άρα για κάθε χ>0 θα’ ναι: 
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)x(f
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12)x(f21)x(f )x(f)x(f −>⇔>+ . 



 
 
 
Δ4. Θεωρούμε την πολυωνυμική συνάρτηση δευτέρου βαθμού: 

h(χ)=χ(χ–2)f(α)+χ(χ–1)f–1(α)+(χ–1)(χ–2)ημ(πα), χ∈ [0,2]  και 0<α<1. 
 

Θ. Bolzano για την h στα [0,1] και [1,2] 
__ Η h είναι συνεχής στα [0,1] και [1,2] ως πολυωνυμική. 
__ h(0)=2ημ(πα)>0 γιατί 0<α<1 παπ0 <<⇔  οπότε ημ(πα)>0 
    h(1)=–f(α)<0 γιατί το σύνολο τιμών της f είναι το (0,1) οπότε f(α)>0⇔ –f(α)<0 
    h(2)=f–1(α)>0  γιατί το σύνολο τιμών της f–1 είναι το πεδίο ορισμού της f δηλ. το (0,+∞ ) 
οπότε                        
                        f–1(α)>0 
    Άρα h(0)h(1)<0 και h(1)h(2)<0 
 
Επομένως υπάρχει ένα τουλάχιστον χ1∈ (0,1) τέτοιο ώστε h(χ1)=0 και υπάρχει ένα 
τουλάχιστον χ2∈ (1,2) τέτοιο ώστε h(χ2)=0. 
 
Επειδή η h είναι πολυωνυμική δευτέρου άρα οι ρίζες της χ1,χ2 είναι μοναδικές. 
Επομένως η εξίσωση: 

 h(x)=0⇔ χ(χ–2)f(α)+χ(χ–1)f–1(α)+(χ–1)(χ–2)ημ(πα)=0⇔
( ) ( ) ( ) 0

χ
παημ

2x
αf

1x
αf 1
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έχει δύο ακριβώς ρίζες, μία στο (0,1) και μία στο (1,2). 
 
Δ5. Αφού F αρχική της f στο (0,+∞ ) άρα F΄(χ)=f(χ) για κάθε χ>0. 
 

Θ.Μ.Τ. για την F στο [1,e] 
__ Η F είναι συνεχής στο [1,e] αφού είναι παραγωγίσιμη στο (0,+∞ ) 
__ Η F είναι παραγωγίσιμη στο (1,e) αφού είναι παραγωγίσιμη στο (0,+∞ ) 
 

Άρα υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ∈ (1,e) τέτοιο ώστε F΄(ξ)=
1e
F(1)-eln2ξ)(f

1e
)1(F)e(F

−
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−
−  

 
Είναι:  
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⇔<−−⇔−>−− )1(F2ln)1e(2lne)1(F2lne2ln)1e(  
)1(F2ln)1(F2ln2lne2lne <⇔<+−       (1) 

 
Θεωρούμε τη συνάρτηση φ(χ)=F(χ)–χf(x), χ>0.  
Η φ είναι παραγωγίσιμη στο (0,+∞ ) με φ΄(χ)=F΄(χ)–f(x)–xf΄(x)=f(x)–f(x)–xf΄(x)=–xf΄(x)>0 για 
κάθε χ>0. 
Άρα η φ είναι γνησίως αύξουσα στο (0,+∞ ). 

Είναι: ⇔−>
+
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↑

2ln)1(F
e

1)ln(ee-eln2f(1)-F(1)ef(e)-F(e)φ(1)φ(e)1e
:φ

 

1e
2ln)1(F)1(F)1eln(2ln2ln

1e
e

+
<⇔>+−+

+
    (2) 

 

Από (1) και (2) προκύπτει: 
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


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 για κάθε χ>0. 
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