
 
 
 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 
ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 18/5/2016 

 
ΘΕΜΑ Α 

 
Α1. Επειδή f΄(x)>0 για κάθε χ∈ (α,χο) και η f είναι συνεχής στο χο, η f θα’ ναι γνησίως 
αύξουσα στο (α,χο] οπότε f(χ) ≤ f(χο). 
 
Επειδή f΄(x)<0 για κάθε χ∈ (χο,β) και η f είναι συνεχής στο χο, η f θα’ ναι γνησίως φθίνουσα 

στο [χο,β) οπότε f(χ) ≤ f(χο). 

 

Άρα σε κάθε περίπτωση είναι f(χ) ≤ f(χο) που σημαίνει ότι το f(χο) είναι μέγιστο της f στο 

(α,β) και άρα τοπικό μέγιστο της f. 

 

Α2. Δύο συναρτήσεις f και g λέγονται ίσες όταν: 

__ έχουν το ίδιο πεδίο ορισμού Α  

                        και 

__ για κάθε χ∈Α ισχύει f(x)=g(x). 

 

Α3.  

Αν μία συνάρτηση f είναι: 

__ συνεχής στο κλειστό διάστημα [α,β] 

__ παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα (α,β) 

τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ∈ (α,β) τέτοιο ώστε: 

αβ
)α(f)β(f)ξ(f'

−
−

= . 

Γεωμετρικά το Θ.Μ.Τ. σημαίνει ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον             

ξ∈ (α,β) τέτοιο ώστε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης 

της f στο σημείο (ξ,f(ξ)) να είναι παράλληλη στην ευθεία ΑΒ με 

Α(α,f(α)) και Β(β,f(β)). 

 

Α4. α) Λάθος  β) Σωστό  γ) Λάθος  δ) Σωστό  ε) Σωστό 

 
 
 

ΘΕΜΑ Β 
 

Β1. Η f είναι παραγωγίσιμη στο R ως ρητή με  

f΄(χ)=
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Οι ρίζες της f΄ είναι:  f΄(χ)=0
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Ο πίνακας μεταβολής προσήμου της f΄ και μονοτονίας της f είναι: 
 
 

 −∞                                     0                                  +∞  
f΄ –  

 
+ 

f 
 
 
 

 

                                                                                     O.E. 
 
Επειδή f΄(χ)<0 στο ( )0,∞−  και f συνεχής στο ( ]0,∞−  η f είναι γνησίως φθίνουσα στο 
( ]0,∞− . Επειδή f΄(χ)>0 στο ( )+∞,0  και f συνεχής στο [ )+∞,0  η f είναι γνησίως αύξουσα 
στο [ )+∞,0 . 
 
Επειδή f΄(χ)<0 στο ( )0,∞−  και f΄(χ)>0 στο ( )+∞,0  και f΄(0)=0 άρα η f παρουσιάζει στο 0 
ολικό ελάχιστο το f(0)=0. 
 
 
Β2.  Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R αφού η f΄ είναι ρητή με:  
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Οι ρίζες της f΄΄ είναι: 

 f΄΄(χ)=0
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Ο πίνακας μεταβολών προσήμου της f΄΄ και κυρτότητας της f είναι: 
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Επειδή f΄΄(χ)<0 στο 
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Επειδή η f είναι κοίλη στο 
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Β3. Αφού η f είναι συνεχής στο R άρα η Cf δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες. 
Είναι: 
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οπότε η Cf έχει οριζόντια ασύμπτωτη την ευθεία y=1 στο −∞  και το +∞ . 
 
Β4.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΘΕΜΑ Γ 
 

Γ1. Θεωρούμε την συνάρτηση φ(χ)=ex–x–1, χ∈R. 
 
Η φ είναι παραγωγίσιμη στο R ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων με φ΄(χ)=ex–1. 
 
Οι ρίζες της φ΄ είναι: φ΄(χ)=0 0x1e01e xx =⇔=⇔=−⇔    
 
Ο πίνακας μεταβολής προσήμου της φ΄ και μονοτονίας της φ είναι: 
 

 −∞                                     0                                  +∞  
φ΄ –  + 

φ 
 
 
 

 

                                                                                    O.E. 
 
Επειδή φ΄(χ)<0 στο ( )0,∞−  και φ συνεχής στο ( ]0,∞−  η φ είναι γνησίως φθίνουσα στο 
( ]0,∞− . Επειδή φ΄(χ)>0 στο ( )+∞,0  και φ συνεχής στο [ )+∞,0  η φ είναι γνησίως αύξουσα 
στο [ )+∞,0 . 

 



 
 
 
Επειδή φ΄(χ)<0 στο ( )0,∞−  και φ΄(χ)>0 στο ( )+∞,0  και φ΄(0)=0 άρα η φ παρουσιάζει στο 
0 ολικό ελάχιστο το φ(0)=0. 
 
Για κάθε χ∈R ισχύει φ(χ) 0)χ(φ)0(φ ≥⇔≥  και η ισότητα ισχύει μόνο για χ=0. 
 
Άρα: ( ) 0χ0χ0χφ01xe 222x2

=⇔=⇔=⇔=−−  
 
Γ2. Για κάθε χ∈R είναι: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
0χφ

222222x2 χφχ)(fχφ)χ(fχφ)x(f1xe)x(f
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Για χ=0 από την (1) προκύπτει 0(0)f0(0)f)0(φ(0)f =⇔=⇔= . 
 

Για κάθε χ ≠ 0 είναι ( ) 0)x(f0)x(f0χφ
)1(

2 ≠⇔≠⇔≠  και επειδή η f είναι συνεχής σε 
καθένα από τα διαστήματα ( )0,∞−  και ( )+∞,0  άρα θα διατηρεί πρόσημο σε καθένα από 
τα διαστήματα αυτά. 
 
• Αν χ<0 και f(χ)<0 τότε από την (1) προκύπτει ( ) ( )22 χ-φ(x)fχφ)x(f =⇔=−  

• Αν χ<0 και f(χ)>0 τότε από την (1) προκύπτει ( )2χ-φ(x)f =  

• Αν χ>0 και f(χ)<0 τότε από την (1) προκύπτει ( ) ( )22 χ-φ(x)fχφ)x(f =⇔=−  

• Αν χ>0 και f(χ)>0 τότε από την (1) προκύπτει ( )2χ-φ(x)f =  
•  
Άρα όλες οι συνεχείς συναρτήσεις που ικανοποιούν την δοσμένη σχέση είναι: 
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Γ3. Η f είναι παραγωγίσιμη στο R με f΄(χ)= x2xe2

2x − . 

H f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R με f΄΄(χ)= ( )1eex222ex4e2
2222 xx2x2x −+=−+  

 
Για κάθε χ∈R ισχύει: 01e1eee0χ

222 xx0x2 ≥−⇔≥⇔≥⇔≥  και 0eχ2
2x2 ≥  οπότε: 

( ) 0(x)''f01eex22
22 xx2 ≥⇔≥−+ . Άρα η f είναι κυρτή στο R. 

 
Γ4. Θεωρούμε την συνάρτηση g(x)=f(x+3)–f(x), x∈R. 
 
Η g είναι παραγωγίσιμη στο R με g΄(χ)=f΄(χ+3)–f΄(χ). 
 
Αφού f κυρτή στο R άρα η f΄ είναι γνησίως αύξουσα στο R. 



 
 
 

Για κάθε χ∈R ισχύει χ+3>χ
↑

⇔
'f

f΄(x+3)>f΄(x)⇔ f΄(x+3)–f΄(x)>0⇔ g΄(χ)>0. 
 
Άρα η g είναι γνησίως αύξουσα στο R οπότε είναι και 1–1. 
 
Για κάθε χ 0≥  είναι: 

 ( ) ( ) ( ) χημχχημχ)x(gημχg)x(f)3x(fημχf3ημχf
11:g

=⇔=⇔=⇔−+=−+
−

. 
 
Επειδή για κάθε χ ≥0 ισχύει χημχ ≤  και η ισότητα ισχύει μόνο για χ=0, άρα η 
παραπάνω εξίσωση έχει μοναδική ρίζα την χ=0. 
 
 

ΘΕΜΑ Δ 
 

Δ1.  Έστω g(χ)= ημχ)x(g)x(f
ημχ

)x(f
=⇔  για χ ≠ 0 κοντά στο 0 με 1)x(glim

0χ
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→
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Aφού η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R άρα θα’ ναι και συνεχής στο R οπότε: 
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Επίσης είναι: 
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Άρα η f είναι παραγωγίσιμη στο 0 με f΄(0)=1. 
 
Δ2. Παραγωγίσουμε για κάθε χ∈R την σχέση x)x(f e))x(f(fxe +=+ .  
 

Είναι:  ( ) ( ) x)x(f'x')x(f e)x('f))x(f('f1)x('fee))x(f(fxe +=+⇔+=+ ,   (1)    x∈R. 
 
Έστω ότι η f έχει στο χο∈R τοπικό ακρότατο, οπότε σύμφωνα με το Θ. Fermat θα’ ναι 
f΄(χο)=0. 
 
Για χ=χο στην σχέση (1) έχουμε: 



 
 
 0xeee010e)x('f))x(f('f1)x('fe o

oxxx
οοο
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Άρα f΄(χο)=f΄(0) 10 =⇔  που είναι άτοπο. 
 
Άρα η f δεν έχει ακρότατα στο R 
 
Δ3. Επειδή η f΄(χ) ≠ 0 στο R και f΄ συνεχής στο R (αφού η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη 
στο R) θα διατηρεί σταθερό πρόσημο στο R και επειδή f΄(0)=1>0 άρα f΄(χ)>0 για κάθε                
χ∈R. 
 
Επομένως η f είναι γνησίως αύξουσα στο R. 
 

Δ4. Για κάθε χ>0 0)x(f)0(f)x(f
f

>⇔>⇔
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Aφού f(R)=R  και f γνησίως αύξουσα στο R άρα +∞=
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Για κάθε χ>0 ισχύει: 
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 οπότε σύμφωνα με το κριτήριο παρεμβολής θα’ ναι: 
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Δ5. Στο ολοκλήρωμα ∫
πe

1

dx
x

)x(lnf  θέτουμε u=lnx dx
x
1du =⇒ , οπότε για χ=1 είναι u=0 

και για χ=eπ είναι u=π. Άρα ∫∫ =
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. 
Επειδή η f(χ) δεν είναι παντού ίση με μηδέν στο R αφού f(π)=π και η f(χ)–π δεν είναι 
επίσης παντού ίση με μηδέν αφού f(0)–π=–π άρα: 
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 
(ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ) 9/6/2016 

 

ΘΕΜΑ Α 
Α1. Έστω ότι η f παρουσιάζει στο χο τοπικό μέγιστο. Επειδή το χο είναι εσωτερικό σημείο του Δ και 
η f παρουσιάζει σ’ αυτό τοπικό μέγιστο, υπάρχει δ>0 τέτοιο ώστε: 

(χο–δ,χο+δ)⊆ Δ και f(x) ≤ f(xo) για κάθε χ∈ (χο–δ,χο+δ). 

Αφού η f είναι παραγωγίσιμη στο χο ισχύει:  
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Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 
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Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι f΄(χo)=0. 

Ανάλογη είναι και η απόδειξη αν η f παρουσιάζει στο χο τοπικό ελάχιστο. 

 

Α2. Έστω οι συναρτήσεις f, g, h. Αν: 
__h(x) ≤ f(x) ≤g(x) κοντά στο χο 

                 και 

__ ==
→→
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τότε υπάρχει το όριο της f στο χο και ισχύει:  =
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Α3. Αν ∈=
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)x(flim
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R, τότε η ευθεία y=   λέγεται οριζόντια ασύμπτωτη της Cf στο +∞ . 
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Α4. α. Λάθος   β. Λάθος   γ. Σωστό  δ. Λάθος   ε. Λάθος 

 

ΘΕΜΑ Β 

 
Β1. Το πεδίο ορισμού Df της f είναι: Df= ( ) ( ]9,55,1 ∪ . 

To σύνολο τιμών f(Df) της f είναι:  f(Df)= ( ] ( ] [ ) { } ( ] ( ],525,433,04,21,2 −=∪∪∪∪−  
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Επομένως: −∞=
−→ )x(f

1lim
2x

 αφού f(χ)<0 για κάθε χ<2 κοντά στο 2 και +∞=
+→ )x(f

1lim
2x

 αφού f(χ)>0 για 

κάθε χ>2 κοντά στο 2, οπότε 
)x(f

1lim
)x(f

1lim
2x2x +− →→

≠  και άρα το 
)x(f

1lim
2x→

 δεν υπάρχει. 



 

β. Είναι: 
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Β4. Για τα σημεία της f που ανήκουν στο Df έχουμε: 

__ )x(flim)3(f)x(flim
3x3x +− →→

≠=  άρα η f δεν είναι συνεχής στο 3. 

__ (7)f)x(flim)x(flim
7x7x
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 άρα η f δεν είναι συνεχής στο 7. 

 

Β5. Αφού η f δέχεται οριζόντια εφαπτομένη στα σημεία (4,4), (6,0) (8,5) άρα ο συντελεστής 
διεύθυνσης αυτών των εφαπτομένων στα παραπάνω σημεία θα είναι ίσος με μηδέν, οπότε 
f΄(4)=f΄(6)=f΄(8)=0. 

 

  

ΘΕΜΑ Γ 

 
Γ1. Η f είναι παραγωγίσιμη στο R ως πολυωνυμική με f΄(χ)=3χ2 ≥0 για κάθε χ∈R, οπότε η f είναι 
γνησίως αύξουσα στο R άρα και 1–1. 

 

Είναι: −∞==
−∞→−∞→

3

xx
xlim)x(flim  και +∞==

+∞→+∞→

3

xx
xlim)x(flim  

Το πεδίο ορισμού της αντίστροφης f–1 της f είναι το σύνολο τιμών της, οπότε: 



 
( ) ( ) =+∞∞−=





==

+∞→−∞→
− ,)x(flim),x(flimfD

xxf 1 R R. 

Θέτουμε στην f όπου χ το f–1(χ) οπότε έχουμε:  

( ) ( ) ( )






<−−

≥
=⇔=⇔= −−−−

0x,x

0x,x
)x(fx)x(f)x(f)x(ff

3

3
131311 . 

 

Γ2. Έστω g(χ)= χχ
6
1ημχ 3 −+ , χ ≥0. 

Η g είναι παραγωγίσιμη στο [0,+∞ ) με g΄(χ)= 1χ
2
1συνχ 2 −+  

Η g είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο [0,+∞ ) με g΄΄(χ)=–ημχ+χ . 

 

Για κάθε χ>0 ισχύει: 0(x)''g0χημχχημχχχημχ >⇔>+−⇔<<−⇔< . 

Άρα η g΄ είναι γνησίως αύξουσα στο [0,+∞ ). 

 

Για κάθε χ>0 0)x('g)0('g)x('g
'g

>⇔>⇔
↑

, οπότε η g είναι γνησίως αύξουσα στο [0,+∞ ). 

Για κάθε χ>0 ( ) 





>⇔−>⇔>−+⇔>⇔

↑↑
3

f
33

g
χ

6
1-χfημχfχ

6
1χημχ0χχ

6
1ημχ)0(g)x(g . 

 

Γ3. Είναι y(t)=x3(t), t ≥0. Ισχύει: 

y΄(t)=x΄(t) ( )
9
3)t(x

3
1)t(x1)t(x3)t('x)t('x)t(x3)t('x)t(x 2223 '

=⇔=⇔=⇔=⇔=⇔ . 

Άρα το ζητούμενο σημείο είναι το Μ 










9
3,

3
3 . 

 

Γ4. Αφού g άρτια στο R άρα για κάθε χ,–χ∈R ισχύει: g(–χ)=g(χ). 

Είναι: Ι= ∫∫
−−

=
1

1

3
1

1

dx)x(gxdx)x(g)x(f  

Θέτουμε χ=–u, οπότε dx=–du. 

Για χ=–1 προκύπτει u=1 και για χ=1 προκύπτει u=–1.  



 

Άρα: Ι= Idu)u(g)u(fdu)u(gudu)u(g)u(
1

1

1

1

3
1

1

3 −=−=−−=−−− ∫∫∫
−

−−

     

Επομένως : Ι=–Ι 0dx)x(g)x(f0Ι0Ι2
1

1

=⇔=⇔=⇔ ∫
−

. 

 

 

ΘΕΜΑ Δ 

 
Δ1. Η f είναι συνεχής στο (0,1)∪ (0,+∞ ) ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων. Εξετάζουμε την f ως προς 
τη συνέχεια στο 1. Είναι: 

11
1
01

x
xlnlim)x(flim

1x1x
=+=






 +=

−− →→
 και 1

1
x
1

lim
)'1x(
)x(lnlim

1x
xlnlim)x(flim

1x

'

1x

DLH

1x1x
==

−
=

−
=

++−+ →→→→
 και f(1)=1, 

άρα η f είναι συνεχής στο 1. 

 

Επομένως η f είναι συνεχής στο (0,+∞ ). 

 

Επειδή η f είναι συνεχής στο (0,+∞ ) θα αναζητήσουμε κατακόρυφη ασύμπτωτη στο 0. Είναι: 

( ) ( ) −∞=+∞+⋅∞−=





 +⋅=






 +=

+++ →→→
11

x
1xlnlim1

x
xlnlim)x(flim

0x0x0x
. 

 

Άρα η χ=0 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της Cf. 

 

Δ2. Τα κρίσιμα σημεία της f είναι εκείνα στα οποία η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο πεδίο ορισμού 
της και τα εσωτερικά σημεία του πεδίου ορισμού της f για τα οποία η f΄ είναι μηδέν. Έχουμε: 
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( ) 2
1
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1
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)1x(2

1
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1x'

'

1x
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−
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−
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Άρα η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο 1. 

 

Για κάθε χ∈ (0,1) ( )+∞∪ ,1  η f είναι παραγωγίσιμη ως πηλίκο παραγωγίσιμων συναρτήσεων με                

f΄(χ)= 













>
−

−−

<<
−

1x,
)1x(

xln
x
11

1x0,
x

xln1

2

2

. 

Για κάθε χ∈ (0,1) είναι lnx<0 οπότε ⇔>
− 0
x

xln1
2 f΄(χ)>0 

Θεωρούμε τη συνάρτηση g(χ)= xln
χ
11 −− , x ≥1. 

H g είναι παραγωγίσιμη στο (1,+∞ ) ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων με                                          

g΄(χ)= 22 χ
χ1

χ
1

χ
1 −

=− <0 για κάθε χ>1. 

Άρα η g είναι γνησίως φθίνουσα στο [1,+∞ ) οπότε: 

Για κάθε χ>1 0)x('f0
)1x(

xln
x
11

0xln
x
11)1(g)x(g 2

g
<⇔<

−

−−
⇔<−−⇔<⇔

↓
. 

Άρα για κάθε χ ( ) ( )+∞∪∈ ,11,0  είναι f΄(χ) ≠ 0 οπότε η f δεν έχει κρίσιμο σημείο στο ( ) ( )+∞∪ ,11,0 . 

 

Επομένως το μοναδικό κρίσιμο σημείο της f είναι στο χ1=1. 

 

Δ3. i. Επειδή f΄(χ)>0 στο (0,1) άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο (0,1] και επειδή f΄(χ)<0 στο                 
(1,+∞ ) άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο [1,+∞ ). 

Βρίσκουμε το σύνολο τιμών της f σε καθένα από τα διαστήματα (0,1) και [1,+∞ ). Είναι: 

( ) 0
1
0

1
x
1

lim
)'1x(

xlnlim
1x
xlnlim)x(flim
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DLH
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( )( ) ( )1,)x(flim),x(flim1,0f

1x0x
∞−=





=

−+ →→
                και            [ )( ) ( ]1,0)1(f),x(flim,1f

x
=



=+∞

+∞→
 

 

Επειδή 0 ( )( )1,0f∈  και η f είναι γνησίως αύξουσα στο (0,1] άρα υπάρχει μοναδικό χο∈ (0,1) τέτοιο 
ώστε f(χο)=0. 

Επειδή 0 [ )( )+∞∉ 1,f  άρα η f δεν έχει ρίζες στο [1,+∞ ). 

Άρα η f έχει ακριβώς μία ρίζα στο (0,+∞ ). 

 

ii. Για κάθε χο ≤χ ≤1 0)x(f)x(f)x(f o

f
≥⇔≥⇔

↑
. 

To ζητούμενο εμβαδό είναι: 
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Όμως είναι f(χο)=0 oooo
o

o xxln0xxln01
x
xln

−=⇔=+⇔=+ . 

Άρα Ε=
2

χ2χ2
χ

2
)χ(

1 ο
2
ο

ο

2
ο −−

=−
−

− . 

 

Δ4. Αφού F παράγουσα της f στο [1,+∞ ) άρα F΄(x)=f(x), χ ≥1. 

 

Θ.Μ.Τ. για την F στα [1,χ] και [χ,χ2] με χ>1 

__ η F είναι συνεχής στα [1,χ] και[χ,χ2] αφού είναι παραγωγίσιμη στο [1,+∞ ) 

__ η F είναι παραγωγίσιμη στα (1,χ) και (χ,χ2) 

Άρα: 

υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ1∈ (1,χ) τέτοιο ώστε F΄(ξ1)=
1x

)1(F)x(F)ξ(f
1x

)1(F)x(F
1 −

−
=⇔

−
−  

και 

υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ2∈ (χ,χ2) τέτοιο ώστε F΄(ξ2)=
)1x(χ

)χ(F)x(F)ξ(f
χx

)χ(F)x(F 2

22

2

−
−

=⇔
−
−  

 



 
Για κάθε χ>1 η f είναι γνησίως φθίνουσα οπότε για κάθε χ> είναι: 
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